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Teorema. Le funzioni di capitalizzazione in due variabili sono tutte
e sole le funzioni del tipo:
m(t, s;C) = C f(t, s).
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Teorema. f : R→ R si dice additiva se per ogni x, y ∈ R vale
f(x+ y) = f(x) + f(y)
Se f e` additiva e continua allora
f(x) = f(1)x
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Nella pratica si fissa l’istante iniziale t0 = 0 e si considerano leggi di
capitalizzazione, dipendenti da due sole variabili, il tempo e il capitale,
ottenendo funzioni del tipo m(t;C),
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Definizione Diremo legge di capitalizzazione (o funzione montante)
ogni funzione continua m : [0,∞[→ R, non negativa, tale che:
α) per ogni t > 0 e per ogni C,D ≥ 0 vale:
m (t;C +D) = m (t;C) +m (t;D) ,
β) per ogni 0 ≤ t1 < t2 e per ogni C ≥ 0 vale:
m (t1;C) < m (t2;C) ,
γ) per ogni C ≥ 0 vale:
m (0;C) = C.
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Nel caso in cui la legge di capitalizzazione sia in una sola variabile il
teorema puo` essere specializzato la tesi diviene:
m(t;C) = C f(t),
con f : R→ R strettamente crescente.
La funzione f viene in tal caso detta fattore di capitalizzazione.
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Capitalizzazione composta
Un fattore di capitalizzazione e` detto scindibile se per ogni si ha:
f(t1 + t2) = f(t1) · f(t2)
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Capitalizzazione composta
Un fattore di capitalizzazione e` detto scindibile se per ogni si ha:
f(t1 + t2) = f(t1) · f(t2)
Questo significa che:
m(t1 + t2, C) = m(t2,m(t1, C))
la condizione di scindibilita` implica che il capitale finale impiegato
per il tempo t1 + t2 non vari se dopo aver investito lo stesso capitale
iniziale per il tempo t1 lo si reinvesta per un tempo t2
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Invochiamo ancora Cauchy
Teorema
Sia f continua e non identicamente nulla tale che per ogni x, y ∈ R
valga:
f(x+ y) = f(x) f(y)
Allora esiste c ∈ R tale che per ogni x ∈ R vale:
f(x) = ec x
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Teorema. La legge di capitalizzazione esponenziale e` esprimibile me-
diante la formula:
m(t, C) = C (1 + i)t
ove i e` il tasso unitario di interesse.
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Dimostrazione. Siano Mt, It il montante e l’interesse al tempo t. Si
ha, fissato C > 0:
It =Mt − C = C
(
eδ t − 1) ,
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Dimostrazione. Siano Mt, It il montante e l’interesse al tempo t. Si
ha, fissato C > 0:
It =Mt − C = C
(
eδ t − 1) ,
il tasso unitario di interesse e` dato da:
i =
I1
C
= eδ − 1
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Dimostrazione. Siano Mt, It il montante e l’interesse al tempo t. Si
ha, fissato C > 0:
It =Mt − C = C
(
eδ t − 1) ,
il tasso unitario di interesse e` dato da:
i =
I1
C
= eδ − 1
quest’ultima relazione consente di determinare δ in termini di i:
δ = ln (1 + i) .
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Dimostrazione. Siano Mt, It il montante e l’interesse al tempo t. Si
ha, fissato C > 0:
It =Mt − C = C
(
eδ t − 1) ,
il tasso unitario di interesse e` dato da:
i =
I1
C
= eδ − 1
quest’ultima relazione consente di determinare δ in termini di i:
δ = ln (1 + i) .
Sostituendo in m(t, C) = Ceδt otteniamo
m(t, C) = Cet ln(1+i),
da cui si ha la tesi.
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Esercizio Al tasso annuo unitario di interesse del 3,5% quanto tempo
e` necessario per raddoppiare il capitale investito in regime di interesse
composto?
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Esercizio Al tasso annuo unitario di interesse del 3,5% quanto tempo
e` necessario per raddoppiare il capitale investito in regime di interesse
composto?
2 =
(
1 +
3, 5
100
)t
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Esercizio Al tasso annuo unitario di interesse del 3,5% quanto tempo
e` necessario per raddoppiare il capitale investito in regime di interesse
composto?
2 =
(
1 +
3, 5
100
)t
Passando ai logaritmi
ln 2 = ln
(
1 +
3, 5
100
)t
= ln
(
1 +
7
200
)t
= t ln
207
200
= t (ln 207− ln 200) .
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Esercizio Al tasso annuo unitario di interesse del 3,5% quanto tempo
e` necessario per raddoppiare il capitale investito in regime di interesse
composto?
2 =
(
1 +
3, 5
100
)t
Passando ai logaritmi
ln 2 = ln
(
1 +
3, 5
100
)t
= ln
(
1 +
7
200
)t
= t ln
207
200
= t (ln 207− ln 200) .
Pertanto:
t =
ln 2
ln 207− ln 200 ' 20, 1488
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t = 20, 1488 significa 20 anni e 0, 1488× 360 = 53, 568 := 54 giorni
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t = 20, 1488 significa 20 anni e 0, 1488× 360 = 53, 568 := 54 giorni
Convenzione anno commerciale: 12 mesi di 30 giorni
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Esercizio Il capitale di ¤5 000 ha dato, al tasso annuo i = 0, 025 il
montante di ¤8 500. Determinare il tempo di capitalizzazione.
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Esercizio Il capitale di ¤5 000 ha dato, al tasso annuo i = 0, 025 il
montante di ¤8 500. Determinare il tempo di capitalizzazione.
8 500
5 000
= (1, 025)x
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Esercizio Il capitale di ¤5 000 ha dato, al tasso annuo i = 0, 025 il
montante di ¤8 500. Determinare il tempo di capitalizzazione.
8 500
5 000
= (1, 025)x
ln(1, 7) = x ln(1, 025)
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Esercizio Il capitale di ¤5 000 ha dato, al tasso annuo i = 0, 025 il
montante di ¤8 500. Determinare il tempo di capitalizzazione.
8 500
5 000
= (1, 025)x
ln(1, 7) = x ln(1, 025)
x =
0, 5306283
0, 0246926
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Esercizio Il capitale di ¤5 000 ha dato, al tasso annuo i = 0, 025 il
montante di ¤8 500. Determinare il tempo di capitalizzazione.
8 500
5 000
= (1, 025)x
ln(1, 7) = x ln(1, 025)
x =
0, 5306283
0, 0246926
x = 21, 4894
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Esercizio Il capitale di ¤5 000 ha dato, al tasso annuo i = 0, 025 il
montante di ¤8 500. Determinare il tempo di capitalizzazione.
8 500
5 000
= (1, 025)x
ln(1, 7) = x ln(1, 025)
x =
0, 5306283
0, 0246926
x = 21, 4894
21 anni e 176 giorni perche` 176, 184 = 360× 0, 4894
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Capitalizzazione semplice
Definizione. Un fattore di capitalizzazione si dice a interessi additivi
se per ogni t1, t2 > 0 si ha:
f(t1) + f(t2) = f(t1 + t2) + 1.
19/27 Pi?
22333ML232
Capitalizzazione semplice
Definizione. Un fattore di capitalizzazione si dice a interessi additivi
se per ogni t1, t2 > 0 si ha:
f(t1) + f(t2) = f(t1 + t2) + 1. (?)
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Capitalizzazione semplice
Definizione. Un fattore di capitalizzazione si dice a interessi additivi
se per ogni t1, t2 > 0 si ha:
f(t1) + f(t2) = f(t1 + t2) + 1. (?)
Significato finanziario
Scriviamo (?) come:[
f(t1)− 1
]
+
[
f(t2)− 1
]
= f(t1 + t2)− 1,
osservato che l’interesse per unita` di capitale e`, dato da:
It
C
= f(t)− 1
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ne viene il fatto che la somma degli interessi maturati al tempo t1 +
t2 uguaglia la somma degli interessi maturati al tempo t1 con quelli
maturati al tempo t2
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Definizione. Diremo legge di capitalizzazione semplice o lineare ogni
legge di capitalizzazione il cui fattore di montante sia ad interessi
additivi
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La forma analitica di una legge di capitalizzazione semplice e`
m(t, C) = C (1 + i t)
i e` il tui
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Esercizio Al tasso annuo unitario di interesse del 5% quanto tempo
e` necessario per raddoppiare il capitale investito in regime di interesse
semplice?
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Esercizio Al tasso annuo unitario di interesse del 5% quanto tempo
e` necessario per raddoppiare il capitale investito in regime di interesse
semplice?
Soluzione
2 = 1 + i t =⇒ t = 1
i
ma i =
5
100
quindi t =
100
5
= 20
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Esercizio. Il capitale di ¤5 000 ha dato, al tasso annuo i = 0, 025
il montante di ¤8 500. Determinare il tempo di capitalizzazione in
regime semplice
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Esercizio. Il capitale di ¤5 000 ha dato, al tasso annuo i = 0, 025
il montante di ¤8 500. Determinare il tempo di capitalizzazione in
regime semplice
Risposta 28 anni
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Si puo` dimostrare che
1. se 0 < t < 1 allora 1 + i t > (1 + i)t
2. se t > 1 allora 1 + i t < (1 + i)t
27/27 Pi?
22333ML232
